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OBSERVACION Y DISENO EN PRUEBASMATEMATICAS
Willi Dorfler
Institut fir Mathematik, Universitét Klagenfurt, Austria

Introduccion

Esta contribucion se ubica en e contexto de la filosofia de la matematica del fi-
|6sofo pragmatista norteamericano Ch. S. Peirce. Pero puede ser leido y com-
prendido sin un conocimiento detallado de la posicién de Peirce. El lector inte-
resado puede consultar los articulos de Dorfler (2003a; 2003b) o de Hoffmann
(2001, 2002), en especial en relacion con las nociones introducidas por Peirce de
diagramay razonamiento diagramético para explicar, por un lado, lo estricto de
las pruebas matematicas y, por el otro, la posibilidad de invenciones y construc-
ciones en matemética, o como Peirce las llama, “observaciones sorprendentes”.
A propésito dice (en Peirce, Collected Papers 3.363):

Desde hace tiempo causa perplegjidad como puede pasar que la matemética sea de naturaleza
puramente deductiva y sague sus conclusiones apodicticamente y, ala vez, produzca unarica
serie, aparentemente sin fin, de descubrimientos sorprendentes, como cualquier ciencia obser-
vacional. Varias han sido las tentativas para resolver la paradoja, intentando invalidar una u
otra de esas afirmaciones, pero sin éxito. La verdad, sin embargo, parece ser que todo razo-
namiento deductivo, aun un simple silogismo, contiene un elemento de observacion; a saber,
la deduccion consiste en la construccién de un icono o diagrama tales que las relaciones de
sus partes deben presentar una anal ogia completa con |as relaciones entre | as partes del objeto
de razonamiento, de experimentar sobre estaimagen en laimaginacion y de observar € resul-
tado para descubrir relaciones no percibidas y ocultas entre las partes. ...Respecto del Algebra
la idea central del arte es que presenta formulas, que pueden ser manipuladas y, a observar
los efectos de tal manipulacion encontramos propiedades que de otra forma no podrian dis-
cernirse. En esas manipulaciones nos guiamos por descubrimientos previos, que estan conte-
nidos en formulas generales. Estas son patterns, que tenemos el derecho de imitar en nuestro
procedimiento, y son los iconos por excelenciadel dgebra

De lo expuesto es claro que los diagramas pueden ser muy variados: tanto figu-
ras geomeétricas como también expresiones algebraicas. En resumen, en Peirce
los diagramas son signos especiales (iconicos) que tienen una estructura claray
reconocible y que pueden ser manipulados de acuerdo con reglas (convenciona-
les) para transformaciones y composiciones (ver otra vez los articulos citados
antes). El punto principal de todo eso es que la observacion empiricay percepti-
va se vuelve una parte decisiva del razonamiento matematico, del disefio y com-
prension de pruebas y razonamientos matematicos. Con esta concepcion la ma-
temética no es tanto el manejo de ideas abstractas en nuestra mente sino la ob-
servacion de los efectos de nuestra manipulacion de diagramas. Las ideas mate-
maéticas méas bien estan en la invencion de diagramas y en sus fructiferas mani-
pulaciones, transformaciones, composiciones. En este sentido la matematica es-
tudia las propiedades generales y las regularidades de ciertos diagramas y las
operaciones con ellos. De acuerdo con € concepto triadico de signo de Peirce,
esos diagramas seran interpretados por sus usuarios de muchas maneras diferen-



tes asi como también se relacionaran con “objetos’ (en el sentido de Peirce). Es-
toy analizando aqui, en cierta forma, solo € signo (representamen) de la triada
de Peirce “signo, objeto, interpretante’, pero esto parece ser de importancia cru-
cial parala matematica.

Del razonamiento con diagramas deriva también la absoluta confiabilidad y se-
guridad de la matemética, la asi llamada necesidad |6gica. Esto diferencia tam-
bién la observacion de diagramas de la observacion empirica en las ciencias ex-
perimentales. En la observacion de diagramas ‘se ve' que una cierta relacion se-
ra valida en todos los casos concebibles del respectivo tipo de diagrama. Esto
puede hacerse por €l carécter genérico de las diagramas (mateméticos): cada ca-
so particular o muestra, presenta totalmente el respectivo tipo, de acuerdo con
una perspectiva adecuada de la muestra. Digamos, por g emplo, cualquier ins-
cripcion de laletra“‘a presenta a esa letra ( como un tipo de inscripciones bajo
una cierta perspectiva). Finalmente ponemos énfasis en que & razonamiento con
diagramas es muy diferente de los célculos agoritmicos. Aungue esta basado en
reglas necesita creatividad e inventiva, como para componer musica.

OBSERVAR DIAGRAMAS

En esta seccion presentaré algunos ejemplos que, espero, proporcionen al lector
la experiencia que las pruebas mateméticas, en muchos casos, dependen de la
observacion de relaciones estructurales 'y regularidades que aparecen en las
transformaciones de diagramas. Otros gemplos pueden verse en Dorfler
(2003a). En todos los ejemplos los resultados de ‘experimentos previos con
diagramas se usan como férmulas establecidas o0 ‘teoremas'.

Hay € siguiente resultado sorprendenter 11x11=121, 111x111=12321,
1111x1111=12234321, etc. Esto puede explicarse observando un diagrama co-
mo:

N = Y
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Una de las reglas usadas aqui es e agoritmo de multiplicacion decimal que por
sl mismo no predice las relaciones observadas en los diagramas precedentes. La



‘comprension’ de los resultados sorprendentes resulta del reconocimiento del
pattern de 1's producido por € agoritmo. La interpretacion comin usua de los
simbolos puede ser Util pero € punto esencial consiste en la observacion percep-
tiva del resultado de las operaciones que uno hace con los diagramas. Estas val-
drian aun si no hubiese unainterpretacion de los simbolos como nimeros.

Una condicion previa para este razonamiento con diagramas es claramente una
familiaridad con los diagramas y competencia en sus operaciones. Quiza esto
ilumina de manera nueva € papel de los ‘calculos concebidos en un sentido
mas amplio como operaciones inteligentes con diagramas. Basado en esas pri-
meras observaciones hay un rico espacio para mas experimentos con diagramas
y experimentos de pensamiento con esos diagramas. Es también posible cambiar
las reglas para los diagramas, por ejemplo elegir diferentes bases para e sistema
posicional.

El proximo gjemplo -asi como otros- también es bien conocido y sdlo sirve para
orientar la atencion del lector hacia el papel de la percepcion, observacion, reco-
nocimiento de patterns y manipulacion de inscripciones concretas como parte
constitutiva del pensamiento matemético.

Se dice que € joven Gauss encontrd la suma de los primeros 100 enteros positi-
vos pensandol os como escritos en la siguiente forma

1 2 3 4 .. 49 50
100 99 98 97 ... 52 51

y sumando los dos nimeros en cada una de las cincuenta columnas para obtener
50x101=5050 como la suma buscada. Esto es muy similar a nuestro primer
gemplo: un cierto pattern reconocido en un diagrama da el resultado. Aqui €l
carécter genérico (para nimeros pares) puede verse: un experimento mental con
el diagrama respectivo da la férmula ((n/2)x(n+1)). Otros experimentos con
esos diagramas conducen a otro, mas general paran arbitrario, como el siguiente

No niego que una comprension de los simbolos como nimeros naturales es (til
0 aun necesaria para reconocer € pattern en cuestion. Pero para el pattern una
cierta regularidad, a saber suma constante de las columnas, es de la mayor im-
portancia y eso no esta inherentemente relacionado con los nimeros naturales.
De estaforma el diagrama se agrega a las propiedades conocidas de los nUmeros
naturales y amplia el conocimiento sobre ellos. Muchos otros patterns de nime-



ros pueden analizarse similarmente, tales como ndmeros triangulares, cuadrados,
rectangulares. En todos los casos ademés de presentaciones simbdlicas, las gréa
ficas donde se usan arreglos de puntos es otro tipo de razonamiento con diagra-
mas basado en experimentos y observacion de estructuras de diagramas. A eso
ya apuntan nombres como ‘triangular’, ‘cuadrado’ o ‘rectangular’ . vector

Dentro del Algebra Lineal se encuentra un tesoro de ejemplos para razonar con
diagramas. Aqui los diagramas basicos son matrices y sus operaciones. Conside-
remos A= (a; ) unamatriz(mxn)y a =(a; ) unamatriz (vector) (n x 1).

Entonces lai-ésima componente del producto es

g1y t+ aqpa, + -+ + qpa,
0, con mas detalle, €l vector
by = apay + apa, + -+ ua,
b, = aya + apa, + - + Aa,
bm = a3 + Ampdy + o F A an

Una investigacion empirica de este diagrama exhibe una regularidad en las co-
lumnas que puede expresarse como

Aa =aa, +a,a, +---+a,a,
donde a; =(aij) es el j-éssimo vector columna de A. Este resultado es con-

secuencia estricta de las reglas de operaciones con matricesy el diagrama ante-
rior no puede dudarse, es un argumento apodictico aunque (o posiblemente
porque) esta basado en un reconocimiento de patterns.

Una vez gque un pattern se establece como formula o teorema, puede usarse pro-
vechosamente para derivar méas consecuencias. Si a es €l i-ésimo vector unitario
&la; =0for j#i,4 =1)i=1...,n, entonces Ag =a;, que por supuesto puede

reconocerse también con otros diagramas. Aqui se vuelve aun més notable que
lo importante son las reglas operativas y no tanto el significado (referencia) de
los simbolos manipulados. Solamente usamos nuestro conocimiento sobre cémo
operar con simbolos. Pero no por eso es un juego sin sentido, meramente forma-
lista: descubrimos relaciones sorprendentes y fascinantes para los diagramas.
Asi los diagramas juegan papeles variados. Por un lado son objetos de razona-
miento cuyas propiedades son detectadas y descriptas (por nuevos diagramas).
Por otro lado, los diagramas son medios del razonamiento matematico por los
cuales relaciones y regularidades se vuelven patter ns observables.

Como otro gjemplo estudiamos una de las pruebas de la regla de Cramer parala
solucién un sistema lineal cuadrado no singular, de ecuaciones lineales
Ax=D;A=(a;) unamatriz nxn; x=(x;), el vector solucion; y b= () el tér-

mino independiente. Entonces por hipétesis lainversa A™ (con AA™ = AA=



matriz identidad) existe y de operaciones previas con diagramas se sabe que
Al= (Aji /|A|) donde | A| es el determinantey A;; esel cofactor de a; en A.

Entonces x = A™'b y por consiguiente

x = (/AN (Aby + Ay, +...+ Ajly)

Ahoraobservamos que A;b, + Ayb, +...+ A,b, es e resultado de desarrollar |a
siguiente matriz A por lai-ésima columna

1 - i b iy . &
A= Ay - g by A ... 3y
A - i bn Ani+1 --- @m

yaque A; esel cofactor apropiado que resulta de eliminar laj-ésmafilay lai-

ésima columna en A o, equivalentemente, en A. Entonces x; =| A |/|A|. Es

claro que esto se reconoce observando patterns invariantes cuando uno realiza
operaciones 0 experimentos con diagramas. Para esto una experiencia profunda
con los diagramas y sus propiedades previamente observadas, es indispensable.
Por supuesto, varios experimentos de prueba con los diagramas son necesarios
antes de que un pattern util se descubra. En todo caso el escrutinio de los dia-
gramas es e nucleo de la ‘invencion’ de una prueba. Retrospectivamente esto
podria presentarse como la ‘idea de la prueba’. Por eso no deberiamos esperar
gue nuestros estudiantes en cualquier nivel sean capaces de producir pruebas sin
trabajo intensivo previo sobre los respectivos diagramas. El lector podria inter-
pretar esto, por gemplo en e caso de pruebas en la geometria Euclidiana. Se
alienta también a/a lector/a a mirar un libro de texto estandar sobre Algebra Li-
neal y leer algunas de las pruebas como razonamiento con diagramas. Se obser-
vara unay otra vez la importancia de observar y reconocer patterns de relacio-
nes en los diagramas producidos que son constitutivos de la prueba respectiva.
Algunos g emplos instructivos son: rango filaesigua a rango columna; la ma-
triz de una transformacion lineal; cambio de base y transformaciones lineales.
Por supuesto que ya las operaciones béasicas con matrices son buenos gemplos
de razonamiento con diagramas.

Leer una prueba (con diagramas) terminada requiere primero pericia para reco-
nocer patterns en diagramas. Diseflar una prueba ser basa mayormente en inven-
tar nuevos diagramas o partes de ellos. Esto aparece mas claro en las pruebas
geométricas en laforma de lineas y figuras auxiliares. Aqui me abstendré de es-
tudiar pruebas geométricas porque los diagramas en el razonamiento matemético
puede ser mas inesperado en otros campos. Para el Calculo ver Dorfler (2003a).

Como otro ejemplo de una invencion importante considero la prueba estandar de
la Desigualdad de Cauchy-Schwarz para e  producto escalar



(@.8)ie(@Bf<(@a.a) (B,8). Uno inventa un nuevo diagrama
(a+x,8,a+x,8), X un numero real y después observa la transformacion

0<(a+xB,a +xB)=(a,a)+2x(a, B)+ x*(B8, B) donde se usan las propieda-
des convencionales del producto interno. Por razonamientos con diagramas con

polinomios cuadréticos uno sabe que b? —4ac<0 si ax? +bx+c=0 paratodo
X. Para el diagrama de arriba esto da

4a, ) - 4a.a)B.B)<0
gue es la desigualdad buscada.

Es claro que este tipo de razonamiento con diagramas presupone una solida fa-
miliaridad con € manejo de simbolos y con la atribucion de generalidad a las
respectivas expresiones. Asi y todo las operaciones con diagramas y su observa-
cion contribuye a todo esto y constituye el nicleo de la prueba, su rigor y segu-
ridad. Es decir que la matemética no se reduce a razonamiento con diagramas
pero éste es una componente esencia de su cualidad especificay carécter. En
particular, tener a mano una gran cantidad de diagramas, relaciones y operacio-
nes de diagramas es una precondicion para la inventiva matematica y las ideas
productivas. Estas ideas son a menudo diagramas de algun tipo, ricos y produc-
tivos. Tomemos como g emplo € tridngulo de Pascal en Combinatoria o, quiza
simples relaciones numericas cuando se desarrolla € ‘sentido numérico’ (num-
ber sense).

DISENO

En esta seccion presentaré gjemplos de un tipo particular de pruebas. son aquel-
las que consisten de un disefio ad hoc o en la construccién de cierto tipo de dia-
gramas o en la prueba de la posibilidad de tal construccion. En cierto sentido son
pruebas de existencia constructivas que exhiben diagramas con las propiedades
deseadas. Un gjemplo simple es |la prueba de que entre dos fracciones m/n y
p/q cualesgquiera hay otra: suponiendo que m/n< p/q resulta mg<np ya
gue mqg/ng<np/ng. Entonces para cualquier k entre 2mq y2np la fraccion
k/2nq satisface la condicion. También la prueba de Euclides que para cualquier

conjunto de nimeros primos puede encontrarse otro primo gue no pertenece al
conjunto es de este tipo.

En el siguiente eiemplo, en principio, no parece que € disefio de diagramas esté
en el centro de su prueba. Se trata del conocido teorema de Kronecker sobre la
existencia de raices de polinomios. Més técnicamente dice: Para cualquier poli-
nomio P(x) sobre un cuerpo F (0 sea, los coeficientes del polinomio son elemen-
tos del cuerpo) hay una extension F; de F donde P tiene unaraiz ( o0 seaen F;
hay un elemento r con P(r)=0 en F;). Podemos suponer que P es irreducible so-
bre F (que no es producto de dos polinomios sobre F de grado 1 al menos). Em-
pezamos la prueba considerando a anillo F(x) de todos los polinomios sobre F,



gue puede ser mirado como una clase de diagramas en nuestro sentido. Entonces
la construccion general del cuerpo F(x)/P(x), de F(x) modulo P(x), puede em-

plearse. Asi tenemos p, = p,(P) si p, — p, es un mdltiplo de P en F(x). Si de-
notamos por [p] laclasede pOJF (x) las operaciones de cuerpo en las clases son
dadas por [pl] +[ p2] =[ P+ pj y [p1]>{ pz] =[ plxpj . Estas dltimas definicio-
nes son diagramas pero la nocién de clase de equivaencia no es diagrama. Pero

toda la construccion puede describirse facilmente con diagramas. En cada clase
deF (x)/ P(x) hay un tnico polinomio p de grado menor que el deP. Sinese

grado de P entonces F(x)/ P(x) puede verse como el conjunto de todos los poli-
nomios a, + a,x +...a, ;X" " sobre F con la adicién usual y unamultiplicacion
gue es & producto de polinomios modulo P. Se demuestra, manipulando dia-
gramas, que esas operaciones satisfacen todas las propiedades de un cuerpo. El
cuerpo F esta claramente contenido en el nuevo cuerpo F, = F(x)/P(x) y asi
podemos considerar aP como un polinomio sobre F,. Entre todos los diagramas
de este cuerpo esté € diagrama especial x (cuando a;=a, =...=a,.;, =0y
a, =1); para este diagrama, de acuerdo con las reglas de diagramas de F; ocurre
que P(x)=0 en F, porque P(x)=1CP(x)+ 0, es decir que 0 es el resto de divi-
dir P por P. Pero esto eslo mismo que decir que x esunaraizde P en F;. En
resumen: la prueba puede interpretarse con diagramas como €l disefio de una
clase de diagramas F; que contiene los elementos de F, tal que es una extension
del cuerpo F. Y en F; hay un diagramar (= x) que esunaraiz de P sobre F;. La
propiedad importante de esta prueba por disefio es que podemos construir un
diagramar que esunaraiz de P (esto es sencillo, ssmplemente decimos que r
tiene la propiedad P(r) =0) y que es un elemento de una extension del cuerpo
(ésta es la parte dificil y posiblemente sorprendente). Ontoldgicamente, €l teo-
remay su prueba no son sobre objetos abstractos sino objetos perceptibles, ob-
servables y materialmente manipulables, los diagramas a, +a;x +... +a,_;x" .
El caso especial mas conocido de esto es el de los nUmeros complejos donde F
= R (los nimeros reales) y P(x)=x? +1. Los diagramas que resultan son de la
forma a+bxy

X = i es una raiz de x*+1 en F,=C. El producto en F,Fresulta de
(a+bx)(c + dx) = ac + (ad + bc)x + bdx® = (ac — bd) + (ad +bc)x + bd (x? +1)

lo cual enFy, es decir ‘médulo x* +1 es (ac-bd)+ (ad + bc)x. El lector reco-
nocera el producto usual en C si escribimos a+bi en vez de a+bx. Los dia-
gramas en C pueden disefiarse mas directamente, sin usar polinomios. Esto se
hace considerando todos los diagramas de laforma a + bi  y definiendo la suma
y el producto basados en i% = -1 (éste es, otra vez, un diagrama estipulado) y
demostrando por manipulacion de diagramas que resulta un cuerpo. Si nos cen-

tramos en los diagramas, su disefio y sus operaciones, en vez de buscar ‘nime-
ros que se denotan por esos diagramas, su construccion se vuelve no sblo racio-



nal sino aun perceptible y observable. De esta forma los nimeros complejos
pierden su usua cualidad imaginaria, mitica. Los diagramas contribuyen a la
desmitificacion de la matematica. Pero en el caso de C esto no plantea proble-
mas especificos.

Para que el disefio de unaraiz de P(x) y de un cuerpo que la contenga sea aun
més transparente elegimos € caso particular de F =Zg, e cuerpo de nimeros
enteros modulo 5 que escribimos como {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Consideremos € poli-
nomio P(x)=x?+ 2, que claramente no tiene una raiz en Zs: en éste cuerpo
los cuadrados son 0, 1y 4. Los elementos en F(x)/P(x) son entonces los dia-
gramas a+bx,ay b en Z;z,, entotal 25 elementos, entre ellos todos los de
Z ¢ Z, y elementos como 2x, 3x, 4%, 2 + 3x ; Para la suma tenemos por ejemplo
(2+3x)+(3+x) =0+ 4x=4x y para e producto
(2+3x)(3+x) =1+ 2x+ 4x +3x? =1+ x+3x? = x + 3|x? + 2)= x médulo P.

Esto se obtiene més fécilmente si usamos que x2=-2=3 en Zz 0, mejor, en
F,. Después es un asunto de razonar con diagramas para convencernos que to-

dos estos diagramas recién disefiados, con sus operaciones de sumay de produc-
to, son un cuerpo. Lamayoria de |as propiedades son consecuencia directa de las
correspondientes propiedades vélidas en Zg.Para la inversa multiplicativa hay

que resolver la ecuacion (a+ bx)(c + dx)=1 con a, b dados para ¢,d 1Z. Si b=
0 entonces c=1/a y d = 0; si no c=a/(a2 + 2b2) y d=(- b)/(a2 + 2b2) (ob-
servemos que a2 +2b? #0 para todo a,b0Zs que no sean ambos nulos). En

este caso (finito) uno tiene una coleccion completa de todos los diagramas y no
hay necesidad alguna de objetos abstractos que los diagramas pos blemente re-
presenten. Al menos en estos casos, |la matemética es sobre la escritura 'y mani-
pulacion de diagramas de acuerdo con reglas convencionales que derivan de
propositos e intenciones especificos, que pueden considerarse como un posible
interpretante de los diagramas (los signos) en € sentido de Peirce. Quiza uno
deba tomar |os diagramas como sus propios objetos para completar para comple-
tar larelacion triadicade Peirce.

Un andlisis similar puede realizarse para muchas otras ‘construcciones mate-
maticas’. He aqui algunos otros gjemplos. producto directo de estructuras al-
gebraicas (el disefio es la escritura de pares ordenados; disefio de geometrias fi-
nitas; existencia de grafos (combinatorios) con ciertas propiedades.

CONCLUSION

Espero que € lector haya obtenido una idea de qué es € razonamiento con dia-
gramas, de su poder y su utilidad en la matematica. Pero me apuro a enfatizar
gue la matemética no puede y no debe ser reducida a diagramas. Hay métodos
poderosos del pensamiento y razonamiento matematicos que parecen evadir los
métodos con diagramas, ver Dorfler (2003b). También, posiblemente, sea de



gran interés para e aprendizaje de la matemética, la intrincada relacion entre
presentaciones con diagramas y otras formas de presentacion de ideas mateméti-
cas, susrelacionesy diferencias.
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